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はじめに
研究の目的
次の図を見てほしい。
図 1:相似な長方形による正方形のタイリング
この図は全体として正方形で,正方形を長方形に分割しているが,個々
の長方形は実は互いに相似である。この図のように互いに相似な長方形
を重ならないように並べて,正方形を隙間無く敷き詰めることを,相似
な長方形による正方形のタイリングとよぶ。では,どのような縦横比の
長方形ならば,その長方形と相似な図形で正方形をタイリングすること
ができるだろうか。
実際,υが有理数のときは,縦横比がしの長方形の相似形で正方形がタ
イリング可能である。具体的な数で少し考えてみる。例えば,υ=:のと
き,つまり縦が1,横が:の長方形を横に6つ縦に5つ並べれば,全体と
して正方形になる。では,υが無理数のときは,どうだろうか。例えば,
z=νつのとき,つまり縦横比νつの長方形の相似形で正方形をタイリン
グ可能なのかというと,実は,この場合には,どのようにしても縦横比
νつの長方形の相似形では正方形をタイリングできないことが分かってい
3る。では,鶴が無理数のときはタイリングできないのかというとそうでは
ない。図1は,縦横比2+極の相似な長方形による正方形のタイリング
になっているのである。
では,縦横比しの互いに相似な長方形で正方形をタイリングできると
き,zが満たすべき条件はなんだろうか。そして,タイリング可能である
ならば,そのときの縦横比しの長方形をどのように敷き詰めればよいの
だろうか。この2つの問題が,本研究の主たるテーマである。
研 究の内容
実は1995年にM.LaczkovichとG.Szelceresが共著の論文で,この問題
に解答を与えている。
実際,縦横比しの長方形の相似形で正方形をタイリング可能であるな
らば,zは代数的であり,かつ,υの全ての共役元の実部が正となる。
このように意外にも,縦横比υの長方形を正方形にしきつめるといっ
た幾何学的・組み合わせ論的な問題に対して,その回答となる条件には,
代数学的な概念が登場するところが興味深く,本論文では,体論の基礎
的なことから始めて,この問題に対する解決を詳述している。
実際,「代数的」。「共役元」といつた概念は,代数学の体論に登場する
ものであるが,ここではこうした用語について少し紹介しよう。
まず,体とは簡単にいえば,四則演算で閉じている数の集合である。例
えば,有理数の集合Q, 実数の集合R,複素数の集合Cは四則演算で開
じているからこれらは体である。他にも,
{α+bνワlα,b∈Q}
という集合を考えると,これも体となることが分かる。実は,上記の集
合はQとvりを含む最小の体となっており,このような体をQにvりを
付加した体といい,Q(Vり)と表す。つまり,Q(vり)はQ係数のνりに関
する多項式の集合であることが分かる。これは,vりがQ上代数的である
ことに関係している。
vりが代数的とは,∫(νり)=0を満たすような,0でない有理数係数多項
式∫(z)が存在することである。代数的な元αに対して,αを根にもつ有理
数係数多項式のうち,最も次数が低いものが重要であり,それをQ上の最
小多項式という。例えば,vつのQ上の最小多項式∫(″)は,∫(″)="2_2
である。
4また,代数的な数αに対して,αの最小多項式の根のことを,αの共役
元という。つまり,ャうについていえば,∫(χ)=″2_2の根 νう と一の
が,vつの共役元である。よって,一νつの実部は負であるから,先ほど
のM.LaczkovichとG.Szelceresの結果によれば,縦横比νつの長方形では,
正方形をタイリングできないことが分かる。
さらに,MiLaczkovichとG.Szekeresは,この節の冒頭で述べた回答が,
縦横比zの長方形の相似形で正方形がタイリング可能であるための必要
十分条件であることも示しており,その証明には,Wallの定理が用いら
れる。
ヽヽrallの定理とは,実数係数多項式に対して,その根の実部がすべて負
であるための必要十分条件を与える定理であるが,本論文ではそのうち
の必要条件のみを用いる。実際,Wallの定理の主張を用いると,有理数
係数多項式
P(″)="π+αl″°
~1+…・+αっ
に対 して,P(υ)=0を満たす任意の元 υ ∈Cが全て Re(ω)<0となる
ならば,
とおくと,
S(")="η+α2χπ 2+….
ι(″)=αlχπ l+α3"れ3+..
器=Qχ+扇■=・・+ふ
となる正の有理数 cj(j=1・…,η)が存在することが分かる。さらに,そ
のようなQを具体的に求めるアルゴリズムも存在する。
この定理を用いることで,正の実数しが代数的で,色の全ての共役元の
実部が正となるとき,
Cl鶴+C2鶴+ 1  =1
・ ・+島
となる正の有理数 cじを求められる。このQを用いる
形による正方形のタイリングの形を具体的に求めるこ
(2)
と,縦横比 包の長方
とが可能 とな り,十
分性も示されるのである。
つまり,M.LaczkovichとG.Szekeresによる次の定理が成 り立つ。
定理
1.
2.
3.
0.0。1正の実数zについて,次の条件は同値である。
縦横比υの長方形で正方形をタイリング可能。
しが代数的で,zの全ての共役元の実部は正。
Clし+
C2包+  1・・・+吾h
をみたす正の有理数Q(j=1,…・ 2)が存在する。
定理 0.0.1の解説と縦横比zの互いに相似な長方形で正方形をタイリング
するための手段を説明することが本論文の目的である。
=1
第1章 問題設
本論文は,互いに相似な長方形で正方形をタイリングすることについ
て考える。以下,実数の集合,有理数の集合をそれぞれR,Qで表し,ま
た正の実数の集合,正の有理数の集合をそれぞれR+,Q+と表す。
1.1 タイリングについて
まず,長方形を表す記号を用意する。
定義 1。1.lυ∈R十に対して
R(Z)={(π,ν)10≦"≦し,0≦ν≦1}
とする。つまりR(υ)とは,R2の原点を頂点とする第一象限内の長方形
で,縦の長さが 1で,横の長さが%のものである。
定義 1.1.2長方形 R(α)が長方形R(z)の相似形でタイリング可能である
とは,スυ)と相似で辺が座標軸に平行な有限個の長方形Rl,….,Rれが存
在して,以下の2つが満たされることである。
1.R(α)=Rl∪…・∪Rπ
2.j≠プとなる任意の1≦づ≦η,1≦プ≦ηに対して鳥 ∩島 が空で
ないときは,島∩島 は民 の辺の一部であり,かつ島 の辺の一部
である。
上記のように定義したとき,次の問題を考える。
どのような包∈R+に対して,正方形月(1)がR(Z)の相似形
でタイリング可能であろうか。
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まずは,具体的な例を考えてみる。はじめに,Q+∋υとなるしについ
て考える。実際,α,ろを自然数の集合Nの元として,し=:∈Q十とお
く。このとき,縦1で,横:のRoを:倍に縮小すると,縦:で,横:
の長方形Pとなる。R′と合同なα×ろ個の長方形を横にα個,縦にb個,
格子状に並べれば正方形になる。よってこの場合は,正方形がR(υ)の相
似形でタイリング可能である。例えば,α=3,b=4のとき タイリン
グは,図1.1のようになる。
図 1.1:R(:)による正方形のタイリング
また,鶴が無理数であっても正方形がR→の相似形でタイリング可能
な場合がある。例えば,鶴=2+vつのとき,正方形はR(υ)の相似形で
タイリング可能である。そのときの図は,図1.2のようになる。この図
で,例えば長方形κ KDと長方形σIILKは一辺を共有し,全体として
1つの長方形F∬LDを形成している。このとき,長方形F∬LDを長方形
FθKDと長方形G∬ικの合併という。長方形FIνDは長方形FθKD
と長方形G∬LKと長方形∬ry五の合併であるという様に,3つ以上の
長方形の合併も考えられる。
この図が本当にR(2+～0)の相似形によるタイリングとなっているか
を実際に計算をして確かめる。図1.2において,以下を仮定する。
1.長方形AF∬Eと長方形E∬」Bは合同とする。
2.長方形FθKD,長方形θ∬Lκ,長方形∬」χLと長方形JJθχ は
合同とする。
3.■F:AE=F“D=1:z,AF=1とする。
第1章 問題設定
A        F
G
H
I
」
図1.2:R(2+νO)による正方形のタイリング
このとき,
AB=2z=4+2νワ
スD=1+FD=1+写=1+呼 =4+2vワ
よって,正方形はR(2+νり)の相似形でタイリング可能であることが
わかった。
1。2 +分条件と主定理
正方形がЦz)の相似形でタイリング可能であるための必要十分条件を
調べる前に,どのような長方形がR(υ)の相似形でタイリング可能なのか
を考えることで,正方形がR(υ)の相似形でタイリング可能であるための
十分条件を考えていく。
定義 1。2.lυ∈R+に対して
T(色)={″∈R十旧(″)がR(Z)の相似形でタイリング可能}
とおく。
T(し)について,次の4つが成 り立つ。
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補題 1.2。2R+∋υに対して,
1.し∈T(z)となる。
2.″∈T(Z)ならば :∈T(Z)となる。
3″,ν∈Tし)ならば″+ν∈Tc)となる。
4.″∈T(包), C∈Q+ならばc"∈T(包)となる。
証明  1.R(υ)はR(し)でタイリングできる。よって,鶴∈T(鶴)を得る。
2R(″)とR(l)は相似である。″∈T(υ)ならば,R(π)はR(Z)でタイ
リング可能であるから,R(″)の相似形であるR(:)もR(υ)でタイ
リング可能である。以上より,ヵ∈T(Z)を得る。
3.R(″+ν)はR(χ)とR(ν)の合併である。",ν∈
T(包)ならば,R(π)
とR(ν)はRC)でタイリング可能であるから,R(π+ν)もR(υ)の
相似形でタイリング可能である。よって,″+ν∈T(υ)を得る。
4.c=:とおく。ただし,α,b∈Nである。R(等)は,縦が1で,横が
等の長方形なので,縦がα,横がbzの長方形3と相似である。R′
は,R(χ)を横に bイ固合併 したものを縦にα個合併 したものであるか
ら,R(χ)がЦし)の相似形でタイリング可能ならば,R′もR(包)の
相似形でタイリング可能である。また,7はR(等)の相似形である
から,このときR(等)もnc)の相似形でタイリング可能となる。
□
補題 1.2.2より,次の定理が得 られる。
定理 1.2.3包∈R+に対して,cl,.…,%∈Q+が存在して,
Cl包+ =1
1
C2Z+
1
・・+一
Cれυ
をみたすならば,正方形R(1)がR(Z)の相似形でタイリング可能である。
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証明 まずは,z∈R+及び,cl,.…,cれ∈Q+に対して,
Clし+ ∈T(鶴) (1.1)
C2鶴+~~~T「
・・・+―
%Z
となることをηに関する数学的帰納法で示す。
1.η=1のとき,式(1.1)の左辺はclしである。補題 1.2.2の4より,
clz∈T(υ)を得る。
2.η=た+1のとき,cl,.…,cん+1∈Q+とする。任意のcl,.…,Cた∈Q+
に対して,
ClZ十 ∈T(2)
1
C2包+~~~一一
1・・・+―
Cん鶴
が正 しいと仮定して,
K=cl z+
1
C2%+    1
・・・十 一一一t
Cん+1
について考える。まず,
κ′=C2鶴+
C3Z+    1
・・・+――一υ
Cた+1
とおくと,帰納法の仮定より,K′∈Tし)である。このとき,K=
cl%+分と表すことができる。また,補題1.2.2より,clz∈TC),
分∈T(a)となりK∈T(z)を得る。
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以上の議論から,
成り立つ。つまり,
帰納法により任意のcl,.…,C72
Cl,….,Cん∈Q+が存在して,
が成り立つなら,1∈Tc)となる。
定理 1.2.3は,υ∈R+に対 して ,
∈Q+に対して,(1.1)が
1
Cl Z+         =1
1
C2υ+~
1
・・+―
CんZ
□
Cl,.…,Cれ∈Q+が存在し,cl鶴+ =1となる (1.2)
1
62鶴+~
1・・・十 ―%υ
ことは,正方形R(1)がRC)の相似形でタイリング可能であるための十分
条件であるということを主張している。しかし実は,(1.2)の条件は,正
方形がR(し)の相似形でタイリング可能であるための必要十分条件でもあ
ることが,1995年M.LaczlcovichとG.Szekeresによって証明されている
bl。実際,次が成 り立つ。
定理 1。2.4υ∈R十について,次の3つは必要十分条件である。
1.正方形R(1)がR(Z)と相似な長方形でタイリング可能である。
2.しが代数的で,鶴とQ上共役な複素数は全て実部が正である。
3.
1
Cl包十 =1
1
C2Z+~~~―一一
1・・・+―
%鶴
を満たすようなcl,.…,Cゅ∈Q+が存在する。
この論文の目的は,定理 1.2.4の証明について解説することと長方形R(υ)
の相似形で正方形をタイリングするための手順を説明することである。
尚,定理の中に,「代数的」や「共役」といつた用語が用いられているが,
これらの用語の定義は第2章以降で述べる。
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第2章 体
第 1章では,本論文の目的を明らかにした。第2章では,定理 1.2.4の
証明に必要な体について考えていく。具体的には,部分体・拡大体,代
数拡大・超越拡大,体の同型写像及び体の可算性について考える。以下,
複素数の集合,整数の集合,自然数の集合をそれぞれ,C,Z,Nで表す。
2。1 体の定義
定義 2.1。1集合Kに対して,写像φ:κ×K→κのことをκ上の演算
という。
定義2.1.1を平易な表現で説明すれば演算とは,集合κの任意の2つの
元の組み合わせに対して,κの元を1つ定めることである。定義2.1.1の
中では,その対応をφで表した。つまり,α,b∈Kに対して,φ(α,b)∈κ
が対応することとなる。演算は,写像の形ではなく,例えば*といったよ
うな演算記号を用いて,φ(α,ろ)をα*bというように表すことが多い。例
えば2+3=5という式は,N上の演算である加法に関する式を示してい
る。つまり,加法では,2と3という組に対して5が対応する。このよう
にNの任意の2つの元の組み合わせに対して,Nの1つの元を定める対
応をとっているので,加法も写像と考えることができる。
定義 2.1.2集合Kに対して,κ上の2つの演算十と が゛あるとする 1。 κ
とκ上の演算が次の7つを満たすとき,Kは体であるという。
1.集合Kの任意の元α,らに対して,α+b=b+α,α・b=ろ・αと
なる。(交換法則)
2.集合Kの任意の元α,b,cに対して,(α+b)+C=α+(b+C),
α。(b・C)=(α・b)。Cとなる。(結合法則)
1定義212では,κ
ている。よって,“十",
を数の集合に限定せず,まずは抽象的な一般の体について述べ
“・"は必ずしも通常の数の加法・乗法とは限らない。
第2章 体                      13
3.0で表される特別な元がκ 内に存在し,任意のα∈κ に対 して ,
α+0=0+α=αとなる。このとき,0を加法の単位元という。
4.0とは異なる1で表される元がK内に存在し,任意のα∈κ に対し
て,α。1=1・α=αとなる。このとき,1を乗法の単位元という。
5.集合 κ の任意の元α,b,cに対して,α。(b+c)=α・b+αocとな
る。 (分配法則)
6.集合Kの任意の元 αに対して,あるb∈Kが存在 して,α tt b=0
となる。このとき,bをαの加法に関する逆元といい,一αと表す。
7.集合K＼{0)の任意の元αに対して,あるcc Kが存在して,αoc=
c・α=1となる。このときcをαの乗法に関する逆元といい,α~1
と表す。
抽象的に定義した上記の体において,成り立つ基本的な性質を確認 し
ておく。
命題 2。1.3体κ において ,
1.加法の単位元は唯一つである。
2.乗法の単位元は唯一つである
証明  1.e,c′∈Kを加法の単位元とする。このとき,
c=θ+C′=C′
以上より,体の加法の単位元は唯一つである。
2.s,メ∈κ＼{0)を乗法の単位元とする。このとき,
S=S・S′ =S′
以上より,体の乗法の単位元は唯一つである。
□
命題 2。1.4体κ において,
1.α∈κ をとる。このとき,αの加法に関する逆元は唯一つである。
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2.ν∈K＼{0}をとる。このとき,νの乗法に関する逆元は唯一つで
ある。
証 明 1.ら,び∈Kがαの加法に関する逆元とする。このとき,
b′=0+b′=(b+α)十b′=b+(α tt b′)=b+0=b
以上より,体の各元αについて,元αの加法に関する逆元は唯一つ
である。
2.c,c′∈K＼{0}がνの乗法の逆元とする。このとき,
c′=1・c′=(c・ν)。ご=C。(ν・C′)=C。1=C
以上より,体の各元νについて,元νの乗法に関する逆元は唯一つ
である。
□
これ以降,体Kを数の集合に限定して話していきたい。つまり,κ⊂C
かつ′上の演算を通常の数の加法と乗法に限定する。そのため,以後は
乗法の演算記号を省略する等の一般的な記法を用いる。このようにκ を
数の集合に限定すれば,定義2.1.2のいくつかの条件は必然的に成り立つ。
よって,κ⊂Cかつ演算を数の加法と乗法に限定すれば体の定義は次の
ようになる。
定義 2。1.5Cの部分集合Kが次の4つを満たす時,κを体という。
1.Kの任意の2つの元の和と積は,Kの元になる。このとき,集合κ
は加法,乗法で閉じているという。
2.Kは,0,1を含む
3.KDαならば,一α∈K
4.K＼{0}∋αならば,α l∈κ
Cの部分集合として,C⊃R⊃Q⊃Z⊃Nといった集合がある。Zと
Nは,乗法に関する逆元を含んでいないのでZとNは,体ではない。ま
た容易に確かめられるようにQは体となっている。実は,次の意味でQ
はCの中の最小の体 である。
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命題 2.1。6集合κ⊂Cが体ならば,κ⊃Qである。
証明 集合K⊂Cを体とする。このとき,加法,乗法の単位元がκ内に
存在する。つまり,0,1∈κである。さらに,Kは加法について閉じて
いるので,任意のη∈Nについて,η=1+…・+1∈κ であることから,
N⊂κ を得る。また,Kの元の加法に関する逆元がκ 内に存在するの
で,任意のη∈Nに対して,一η∈κ となる。このことから,Z⊂Kを得
る。さらに,Kは各元の乗法に関する逆元を含む。つまり,任意のα∈κ
に対して,α~1∈Kである。以上より,任意のα,b∈Z(ただしα≠0)に
対して,:∈Kを得る。よって,Q⊂Kを得る。         □
2。2 体への付加
命題 2.2.1五,〃⊂Cが体ならば,L∩L′も体である。
証明 L∩Z′を集合Kとおく。このとき,L,L′が0,1を含むので,Kも
0,1を含む。
1.任意のα,b∈Kに対して,α,b∈L,α,b∈L′である。L,L′は体よ
り,加法,乗法で閉じているので,α tt b,α・b∈L,α+ら,α・b∈L′
となる。よって,α+b,α・b∈Kであることが分かる。すなわち ,
Kは,加法,乗法で閉じている。
2.任意のα∈Kに対 して,α∈L,α∈」 である。L,L′は体より,
二α∈L,一α∈」 であるから,一α∈κである。
3.任意のb∈K＼{0)に対して,b∈Z,b∈L′である。L,L′は体より,
b~lcL,bl∈」であるから,b~1∈Kである。
以上より,κは体である。                    □
体κ ⊂Cと鈍,…。,αれに対して,体Z,L′が共にκ とαl,…。,αれを含
むなら命題2.2.1より,L∩」もKとαl,….,αれを含む体となるから,κ
とαl,.…,αηを含む体のうち最小のものがある。よって次の定義をおく。
定義 2.2.2体κ ⊂Cとαl,…..απ∈Cに対して,κとαl,_.・αれを含
む最小の体をK(αl,.…・αれ)と表し,κにαl,_..αれを付加した体という
また,多項式の集合を表す記号を導入しておく。
15
第2章 体 16
定義 2.2.3集合K⊂Cを体とし,″は不定元とする。このとき,κ係数
の″に関する多項式の集合をκ[″]と表す。
また,K係数多項式∫(″)=αo+αl″+…・+αれ″れに対して,αO,αl,.…,αれ
の中に0でないものがあれば,
mαπ{'lαづ≠0}
を∫(π)の次数といいdeg∫(")で表す。もしもα。=…・=αη=0ならば,
deg∫(″)=∞とする。
体κ⊂C,αcCに対して,κにαを付加した体は実際次のように表
すことができる。
定理2.2.4体K⊂Cとα∈Cに対して,
KO={粥FO,gO∈κ回,90≠0}
証明 E={妾雰|∫。),力)∈K回,gい)≠0}とおく。
1・ K(α)はKの元とαを含み,加法,乗法で閉じているから,任意の
∫(″)∈K["]について∫(α)を含む。さらに,乗法に関する逆元を含む
ので,∫(z),g(π)∈κI″]に対して,器を含む (ただし,g(α)≠0)。
よって,κ(α)⊃Eである。
2.Eが体であることを示すことができれば, K(α)は,κとαを含む
最小の体であることより,K(α)⊂Eである。
つまり,Eが体であることを示せば証明は完了する。そこで,Eが体で
あることを以下に示す。以下ス(χ),3(π),σ(π),D(″)∈κ[π]とする。
L晏8,3器∈Eとおくと,
ユ」 。2旦=B(α)'(α)∈βス(α)θ(α) ス(α)σ(`
である。つまり, Eは乗法で閉じている。
2晏3,38∈Eとおくと,
器+器=型鵠譜Ш∈E
である。つまり, Eは加法で閉じている。
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3.0=♀∈E,1=:∈Eである。
4.最霧∈E(・(α)≠0)に対して,一晏霧=ず雰∈Eとなる。つま
り,Eの任意の元に対して,その元の加法に関する逆元をEは含む。
5.器3∈F＼{0}に対 して,端 ∈Eつまり,E＼{0}の任意の元に対
して,その元の乗法に関する逆元をEは含む。
以上により,Eは体である。
??
2.3 代数拡大
Q6α)は,非分 (ただし,ル),gO)∈Q回,g(ψ)≠のの形の元の集
まりである。しかし,侵う)2=2∈Qなので,∫(″),θ(″)としては高 1々
次式を考えれば十分である。つまり,
90={器卜は¨弓
となるが,いわゆる“有理化"により,
器 =躙×剛 =魏+癖ψ
だから,実際には “有理式"は不要で
Q(ψ)={α+bψ
lα
,にQ}
となる。つまり,Q(νり)はQ係数のvりに関する多項式の集合となるこ
とが分かる。これは,vりがQ上“代数的"であることに起因する。そこ
で,以下,代数的について定義する。
定義 2.3.1体κ ⊂C,α∈Cに対して,αがκ上代数的であるとは,
∫(α)=0を満たすような,恒常的に0でない多項式∫(″)∈K[″]が存在
することである。また,αcCに対して,αがQ上代数的なときは,単
にαが代数的であるともいう。
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また,αがK上超越的であるとはαがκ上代数的でないことをいう。
つまり,αがκ上超越的であるとは,0とは異なる任意の∫(″)∈κ国 に
対して,∫(α)≠0ということである。αがQ上超越的であることを単に
αが超越的であるという。
K上代数的な元αに対して,αを根にもつκ係数の多項式は,いくら
でも考えられる。そのような多項式のうち,最も次数の低い多項式が重
要である。
定義 2.3.2体κ⊂Cとする。∫(″)∈κ[π]がモニックであるとは,∫(χ)
の最高次の係数が1であることをいう。
定義 2.3.3体κ ⊂C及び,α∈Cについて,K上代数的なとき,αを
根にもつK係数のモニックな多項式のうち,最も次数が低いものをαの
κ上の最小多項式という。
以下最小多項式について考察するために多項式に関わる用語をいくつ
か用意する。
定義 2。3.4κ係数の多項式∫(″)がκ上既約であるとは,g(″),ん(″)∈
κ[″]について∫(″)=ク(″)×ん(")ならばdeg θ(″)=oまたはdegん(")=0
となることをいう。
定義 2.3.5∫(")をκ係数多項式とする。∫(″)がκ上可約であるとは,1
次以上のκ係数多項式g(″),ん(χ)をつかって∫(π)=θ(″)×ん(")と表せ
ることをいう。
定理 2.3.6体κ⊂C及び,αcCについて,αがκ上代数的とし,∫(″)
をαのκ上の最小多項式とする。このとき,∫(″)はκ上既約である。
証明 ∫(″)がκ上可約であると仮定して,∫(″)=ク(″)ん(")とおく。た
だし,g(χ),ん(″)は,1次以上のκ係数の多項式である。∫(″)はαのだ
上の最小多項式だったので,∫(α)=0である。よって,
∫(α)=g(α)ん(α)=0
となる。このとき,g(α)=0またはん(α)=0である。いま,g(α)=0と
しても一般性を失わない。このとき,g("),ん(″)は,1次以上のκ係数の
多項式だから,ク(χ)はαを根にもつノ(″)より次数の低い多項式となり,
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g(″)をその最高次係数で割れば,モニックともなるので,∫(″)がαの最
小多項式であることに矛盾する。以上より,ノ(π)はκ上既約であること
が分かる。                          □
定理 2.3.7体κ⊂C及び,α∈Cについて,αがK上代数的とする。さ
らに,恒常的に0ではない∫(″)∈K[″]を考え,∫(″)はαを根にもつ既
約でモニックな多項式とする。このとき,ノ(")はαのK上の最小多項式
である。
証明 仮に,∫(z)がαの最小多項式でないとすると,∫(″)よりも次数が
低い最小多項式があることになる。それをθ(")∈K回とおく0ここで,
g(″)はαを根にもつから,定数ではない。さらに,多項式の除法によって,
∫(″)=ク(Z)×p(″)+r(″) (2.1)
とする。ただし,p(″),r(″)∈K[″l,deg r(")<deg g(・)とする。また,
∫(")はκ上既約より,∫(″)より次数が低く,定数ではないκI″]の元で
割り切れることはないので,γ(")≠0を得る。さらに,式(2.1)に"=α
を代入すると,∫(α)=ク(α)×p(α)+γ(α)=0である。また,g(α)=0
であるから,γ(α)=0を得る。以上から,r(")≠0とr(α)=0より,
1≦deg r(″)<deg g(π)を得る。つまり,g(″)がκ上の最小多項式であ
ることに矛盾する。このことから,∫(χ)はαのκ上の最小多項式である。
□
定義 2。3.80でない多項式∫(″),θ(")∈K[″]について,∫(χ)とg(")の
両方をわりきるK上のモニックな多項式のうち,次数が最も高いものを
gCd(∫(″),g(χ))と記す。
定理 2。3.90でない多項式∫(%),ク(χ)∈κI″]について,gcd(∫(Z),g(π))=
1ならば,p(χ),9(χ)∈ζ[χ]が存在し,∫(″)×p(Z)+θ(″)×9(″)=1と
なる。
この定理2.3.9の証明は,ここでは述べない。例えば,p]を参照のこと。
κ にαを付加 した体 K(α)については,定理 2.2.4で記したが,上記の
最小多項式の考えを用いると,αが代数的という条件が与えられたとき
κ(α)は次のようになることが示される。
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定理 2。3.10体κ ⊂C及び,α∈Cについて,αがκ 上代数的とする。
さらに,∫(″)∈K回をαのK上の最小多項式とし,∫(″)の次数はηと
する。このとき,
K(α)={αo+αl α+―・+αη lαη llαを∈ス1
となる。
証明 定理 2.2.4より,
●・動
(2.o
と表すことができる。
K(α)の任意の元器 が式 (2.2)の右辺に含まれることを示していく。
まずP("),9(″)を∫(χ)で割って,
p(")=∫(″)g(″)十pl(″)       (2.4)
g(″)=∫(χ)θl(")+91(")       (2.5)
とする。ただし,pl(″),91(″)∈κ[″]とし,degPl(π),deg 91(χ)<ηであ
る。これらにπ=αを代入すると,
p(α)=∫(α)g(α)+pl(α)=pl(α)
9(α)=∫(α)ク1(α)+91(α)=91(α)
となる。以上 よ り,
p(α)  Pl(α)
9(α)  91(α)
となる。また,式(2.5)においてdeg 91(″)<
約より,gcd(∫(χ),91(Z))=1となる。このと
,S(″)∈K[″lを用いて,
∫(π)ι(″)+91(")S(″=1 ●.つ
が成 り立つようにできる。式 (2.7)に″=αを代入すると,91(α)S(α)=1
となり,両辺に無器をかけると,
κO={器FO,90∈κ回,gO≠0}
0・の
2であり,∫(″)はκ上既
き,定理 2.3.7より,ι(″)
20《→=器 o.8)
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となる。ここでさ
かつ rl(χ)∈κ[″]
ると,
曖・助
=αを代入す
νl(α)S(α)=∫(α)r(α)+rl(α)=γl(α) (2.lo
以上より,式(2.6),(2.8),(2.10)から,
器=器=・0くの=・0
を得る。このことから,κ(α)の任意の元はη-1次式以下のκ係数のα
に関する多項式であるから,κ(α)⊂{αo+αl α+…・+αれ_lαれ~1 1 αO∈κ}
であることが分かる。
一方,式(2.3)より,K(α)⊃{αo+αl α+…・+αれ_lαη llαづ∈κ)は明
らかなので,式(2.2)が示されたことになる。           □
次に,K(α)の元の表し方が一意的であることを示す。
定理2.3.11体κ及び,CDαについて,αはκ上代数的で,∫(")はα
のκ上の最小多項式,∫(χ)の次数を2とする。このとき,K(α)の元を
αO+αl α+…・+αη lαれ~1
と表すとき,その表し方は一意的である。
証明 κ(α)のある元が2通りに表せたとして,
bO+blα+…・+bπ_lαη l=αO+αl α+…+αη lαn l  (2.11)
とおく。このとき
(αo一bo)+(αl―bl)α+…・十(αη l―ろπ_1)απ l=0 (2.1の
となる。αのκ上の最小多項式ノ(")の次数は2である。仮に,αO―b0
,αl―bl,.…,αれ-1~bη lの中に,0でないものがあれば,式(2.12)はαを
根にもつη次未満の恒等的に0でないκ上多項式が存在して,∫(″)の次
数がηであることに矛盾する。つまり,αO=bO,αl=bl,・…,αη l=bπ_1
である。よって,κ(α)の元の表し方は一意中である。       □
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らに,Pl(χ)S(″)を∫(″)で割って,
Pl(″)S(π)=∫(″)γ(χ)+rl(″)
,deg rl(″)<ηとする。式(2.9)に"
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2。4 体の同型写像
定義 2。4.1体K,κ′⊂Cの間の写像9:κ→ κ′が体の準同型写像であ
るとは,Kの任意の元z,νに対して,次の2つ
り(″・ν)=9(")・ψ(ν)
9(″十ν)=ψ(χ)+9(ν)
を満たすことをいう。
次に準同型写像にはどんな性質があるかを調べていく。
命題 2.4。2C⊃K,K′は体とし,9:κ→ K′が体の準同型写像とする。
このとき,次が成 り立つ。
1.ソ(0)=0である。
2.ψ(1)=0または1である。
3.9(1)=0とすると,任意の″∈Kについて9(%)=0である。
4.任意の"∈κ に
ついて,9(―")=-9(″)である。
5.9(1)=1とすると,ヮ(″ 1)=7あでる。
6.9(1)=1とすると,9は単射である。
証明  1.
9(0)=9(0+0)=9(0)+9(0)
より
0=9(0)-9(0)=ψ(0)
を得る。
2.9(1)=9(1・1)=9(1)。9(1)より9(1){1-p(1)}=0である。よっ
て,9(1)=0または1を得る。
3.9(1)=0とする。このとき,任意の″∈κ に対して,
9(Z)=ψ(″。1)=9(″)。9(1)=9(")・0=0
となる。
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4.
9(―χ)+9(χ)=9(―Z+")=9(0)=0
より, α―″)=-9(″)を得る。
9(1)=1とする。0と異なるz∈κについて,
1=9(1)=9("・″~1)=9(")。9(″~1)
より,9("~1)=満を得る。
口(1)=1とする。π,ν∈Kのとき,9(″)=9(ν)ならば,
0=ψ(″)-9(ν)=9(")+9(一ν)=9("―ν)
となる。このとき,仮に″―ν≠0とすると,
9(1)=9{(χ―ν)。( ―ν)~1}=9(″―ν)。9("―ν)~1=0。9(″―ν)~1=0
となる。これは,9(1)=11こ矛盾する。よって,"―ν=0である
から″=νとなる。以上より,9(")=9(ν)ならば,z=νが成 り
立つので,9は単射である。
□
命題24.2で?(1)=1またはり(1)=0となることが分かったが,9(1)=
oとするとりは自明なものとなってしまう。そこで,αl)=1という条
件を含めた準同型写像を定義する。
定義 2。4。3C⊃κ,κ′を体とする。KからK′への体の準同型写像 9:
κ → κ′のうち,9(1)=1となるものを (体の)中への同型写像 という。
定理2.4.4Q⊂κを体とし,9:κ→Cは中への同型写像とする。こ
のとき,任意のP∈Qについて?(p)=pである。
証明 まず任意の2∈Nについて,
9(η)=9(1+…・ 1)=ψ(1)+…・+ψ(1)=η
となる。また,命題 2.4.2より,9(-1)=-1であるので,
23
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2。5 超越拡大
K⊂Cを体として,χを不定元とする。このときκ上の有理式全体か
らなる次の抽象的な体を考えたい。
κO={器FO,gO∈κ回,θO≠0}
ただし,K(″)の元粥と多分について∫(″)・g′(″)=∫′(″)θ(″)のときは帰=多樹とする。例えば多■とフ篭≒について
(″
2_1)×
(χ
2+"+1)=(″+1)(″-1)(χ2+″+1)=(Z+1)(″3_1)
であるから,チ針=デ岸市である。
定理 2.5。1上記のκ(")上の加法と乗法を,光;,:指すに対 し,
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L粥+器=」踏器響
2器×器 =紫器
と定めると,K(″)は体である。
証明 まず,演算がwell―deinedであることを確かめる。そこで
ρ(π)  P′(")
90)ヴ0)
γ(″)  γ
′
(Z)
S(″)  S′(″)
とする。このとき,
(2.15)
であるので,
{P(″)S(π)+r(″)g(")}9′(″)S′(")=p(")9′(″ S(″)S′(")+γ(・)S′(″)o(")9′(″)
=p′(″)9(")S(χ)S′(″)+r′(″)S(″)9(″)9′(")
={ノ(")S′(″)+γ′(″)9′(")}9(")S(″)
よ り,
p(")S(″)+γ(″)g(″)_p′(″)S′(″)+r′(")9′(″)
9(χ)S(")            9′(″)Sノ(″)
を得 る。つ ま り,加法 は well―de■nedである。
また,式(2.13),(2.14)の元 について,式(2.15)より,
p(″)9′(″)r(″)Sノ(″)=バ″)g(″)γ′(″)S(″)
より,
器×器=器×器
となり,乗法はwel卜deinedである。このように定められた演算について
定義2.1.2の各条件は容易に確かめられる。            □
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定理 2.5.2体κ ⊂C及び,α∈Cについて,αがκ上超越的とする。ま
た,χを不定元とし,K(")を定理2.5.1の体とする。このとき,9:κ(")→
K(α)を9皓需)=卦計 とおくと,これは同型写像となる。
証明 まず,9がwel卜deinedであるかを確かめる。実際,粥=ナ暑∈
K(″)とすると,
∫(″)ク
′
(χ)=∫′(″)g(″)
となる。式(2.16)のχにαを代入すると,
0・1の
∫(α)gノ(α)=∫′(α)g(α)
を得る。このとき,αは超越的よりg(α)≠0,スα)≠0なので,需=
滞為 ,Ni:,衡ell~denne任ぉュ州=
9(器+器)=9(バ→D°+30θO)
A(α)D(α)+3(α)σ(α)
B(α)D(α)
=場+器
=9(各
議))+ψ(3需))
ψ(1+:}×lg:3)=ψ(棚)
=場×器
=9(鵠
)×
9(器 )
よって,9は中への同型である。またκ(α)の元は,必ず 妻計 と表さ
れるので,明らかに全射である。
以上より,ヮは同型写像である。                □
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2。6 体の可算性
集合χについて直積集合Xれとは,Xのη個の元の組の集合のことで,
つまりχπ={(αo,αl,.…,αれ1)lαo,αl,.…,απ_1∈X}である。集合χ
が可算であるとは,XとNの間に全単射があることであるが,これに関
して,次の結果は基本的である。
定理 2.6.1 1.集合Xが可算ならXπも可算。
2.集合Xl,X2,X3,…・が可算なら
∪為
づ=1
も可算。
3.R,Cは可算でない。
定理2.6.1については例えば,I」を参照。
定理 2.6。2C⊃Kが可算な体ならば,任意のα∈Cに対して,K(α)は
可算である。
証明 αが代数的である場合と,超越的である場合に分けて考える。
1.αが代数的なとき,αのK上の最小多項式の次数をηとする。
このとき,κ(α)の元は,αO"αl,.…,αη l∈κを用いて,α。+αl α+
・…+απ_lαη~1と~意的に表されるので,κ(α)とκつの間に全単射
があることがわかる。Kが可算だから,定理2.6.1より,κれも可算
でK(α)も可算。
2.αが超越的なとき,定理2.5.2より,K(")からK(α)への写像は全
単射であるから,κ(")が可算であればよい。
名={帰∈KOトノ0,“ggO≦ちgO≠0}
とするとれ の元は有限個の係数で定まるから定理 2.6.1より可算。
よって,
K(″)=∪χ
う=1
も可算である。
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□
定理 2.6。3C⊃Kを体とし,さらにκ は可算とする。このとき,
A={Z C CIZはκ 上 代 数 的 }
は可算である。
証明
乳={Z∈CIZはκ係数,次方程式の解となる}
とする。各κ係数を次方程式についてその根は高々づ個であり,さらにκ
係数,次方程式は,(づ+1)個のKの元で定まるから,れは可算である。
よって,
A=∪A`
を=1
も可算である。                         □
系 2.6。4C⊃Kは体とし,さらにKは可算とする。このとき,κ上超
越的な元α∈Cが存在する。
証明 Cは非可算である。一方,κ上代数的な元の全体は可算だから,C
全体ではない。よってκ上超越的な元α∈Cが存在する。     □
28
29
第3章 分割のための必要条件
第2章では,体について考えてきた。第3章の3.1～3.2節は体の同型
の拡張の存在を示す,定理3.2.2,定理3.2.3の証明のために費やされる。
これが既知であれば3節から読み進めても良い。
3。l Qからの同型の拡張
まず,体の同型の拡張という言葉を定義する。
定義 3。1.lκ,LはCに含まれる体で,κ⊂Lとする。また,9:κ→C
とΦ:L→Cは体の中への同型とする。このとき,Φがりの拡張である
とは,任意のα∈Kに対してΦ(α)=9(α)が成り立つことをいう。
例 3.1.2定理2.4.4より,QからCへの写像りが中への同型であるとき,
任意のα∈Qに対して,9(α)=αであつた。
このとき,りの拡張Φ:Q(νC)→Cについて調べる。
Q(νC)の任意の元ぃだ+b(α,b∈Q)をΦに代入すると
Φ(αντ+b)二Φ(αν5)十Φ(b)=α×Φ(Vτ)+ろ
となる。つまり,ΦttC)の行き先によってΦは全て決まる。
また,3=Φ(3)=Φ6ξ×7⊃=Φ(～C)2ょり,Φ(vτ)=土v雹となる。
1.Φ6C)=ャeのとき,α,b∈Qに対してΦ(αャξ+b)=α～有+bであ
り,Φ:Q(V3)→Cは包含写像で明らかに体の中への同型である。
2.Φ∝C)=―～Cのとき,α,b∈Qに対してΦ(αャξ+b)=―ανε+b
となる。このときα,b,c,α∈Qに対して,
Φ (αV写十 ろ十 Cν写 +α)=―αντ +b一Cν3+α
=Φ(αν写+b)+Φ(Cν/5+α)
第3章 分割のための必要条件
Φ((αν写+b)(Cν/τ+α))=Φ(3αc+bα+(α+bC)ντ)
=3αc+bα―(αα+bC)ν写
=(一αν5+b)(―CVτ+α)
=Φ(αντ+b)Φ(C～/τ+α)
であるからこの場合もΦは体の中への同型である。以上より,ΦttC)を
土ν雪のどちらに指定しても,Φはりの拡張である。
上記のことを一般化すると次の定理3.1.3,定理3.1.5が得られる。
定理 3.1.3CDαをκ上代数的とし,αのK上の最小多項式を∫("),
またdeg∫(″)=2とする。このときκからCへの包含写像の拡張となる
9:κ(α)→Cはたかだかη通りである。
証明 包含写像の拡張となるK(α)からCへの中への同型写像をりとお
く。K(α)の任意の元
αO+αl α+・…+αη_lαπ
~1(α
。,…・,αη l∈K)
に対して,
9(αo+αl α+…・+αれ_lαη l)=9(αo)+9(αl)ソ(α)+…・+9(αη l)9(α
21)
=αO+αlψ(α)+・…十αη-19(α)η
~1
とな るので,9(α)が決 まれ ば,写像 りが決 まる。 ここで,∫(χ)=Co+
Cl″十・…+χπ(CO,…・,ら-lCK)とす ると,∫(")はαの κ 上の最小多項
式 よ り,
∫(α)=απ tt Cη_lαη l+…・+Cl α+CO=0   (31)
さらに,式(3.1)の値をりに代入すると,
9(α
つ十ら lαπ l+…°十CO)=9(0)
よ り,
9(α)π+Cれ-19(α)つ
~1+…・+CO=0
となる。つまり,9(α)は∫(″)=0の根である。∫(″)=0の根は高々η個
であるから9は高々η通りある。                 □
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例3.1.2に登場した土vTはどちらもQ上の最小多項式が"2_3=0で
あり,このようなとき,土ν官はQ上共役であるという。そこで,共役と
いう言葉の定義をきちんとしておく。
定義 3.1.4C⊃κを体とし,α,β∈Cとする。α,βがκ上共役である
とは,αとβが共にκ上代数的で,αとβのκ上の最小多項式が一致す
ることをいう。
定理 3.1.5C⊃Kを体とし,α,βcCはκ上共役であるとする。この
とき,KからCへの包含写像の拡張ψ:K(α)→Cで,9(α)=βをみた
すものが存在する。
証明 αのκ上の最小多項式を∫(″)とし, deg∫(π)=ηとする。定理
2.3.10により,κ(α)の任意の元zは,
z=αO+αl α+…・+απ lαπ l(αじ∈K)
と一意的に表せる。このときり:K(α)→Cを,
9(Z)=αo+αlβ+…・+αりlβれ
~1
と定める。このように定めたりが中への同型であればよい。
1.9(Z+υ)=9(Z)+9(ω)となることを示す。κ(α)∋Z,υに対して,
z=αO+αl α+…・+αη lαπ~1,W=bO+ろlα+…・+bっlαη l(3.2)
とおくと,
9(Z+υ)=9(αo+αlα+―・+αη lαれ
~1+bO+blα+…・+bη lαπ~1)
=9((αo+bo)+(αl+bl)α+(α2+b2)α2+….+(απ_1+bπ_1)αη
~1)
=(αo+bo)+(αl+bl)β+(α2+b2)β2+….+(αη l+bn l)βη
~1
=(αo+αlβ+―・+απ_lβη l)+(bo+blβ+…・+bπ lβつ1)
=9(αo+αl α+…・+απ lαれ1)+9(bo+blα+…・+bπ lαπ l)
=9(Z)+9(υ)
2.K(α)の任意の元 z,りに対して
z=αO+αlα+…・+απ lαη~1, υ=bO+blα+…・+られ_lαη l
?
?
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とし,θ("),ん(χ)∈κ[″]を
g(″)=αo+αl"+…・+αれ_1"れ
~1, ん(")=bo+bl"十…・+われ_1″π
~1
とおく。このとき,g(")×ん(")を∫(")で割ったときの商と余りを
それぞれp(″),r(χ)∈K回とする。つまり,
g(")×ん(π)=∫(")×p(″)+γ(")(deg r(″)<η) (3.3)
とする。式(3.3)の″にαを代入すると,
z×υ=g(α)×ん(α)=∫(α)×P(α)+r(α)=r(α)
以上より,9(z・υ)=9(r(α))=γ(β)である。一方で,
9(Z)・9(υ)=9(g(α))・9(ん(α))
=g(β)・ん(β)
=∫(β)p(β)+r(β)
=r(β)
となる。以上より,9(z・り)=ψ(Z)・9(υ)を得る。
つまり,9は中への同型である。また定め方により明らかに,任意のPcK
に対して,90)=Pである。                  □
3.2 -般の同型の拡張
実際には体K⊂Cに対して,κからCへの包含写像ではなく,κか
らの中への同型 ψ:κ→ Cを拡張することについて考えたい。そこで ,
次の命題を用意する。
命題 3.2。1体K⊂C及び中への同型9:K→σに対して,K[π]→CI"]
という対応を
κ [χ]∋g(χ)=αmχ
れ+απ_lχπ
~1+・…+α0
に対 し
θ(″)=9(αm)"れ+9(αれ 1)″
け1+…・+9(αo)
と定める。このとき,g("),ん(")∈κ[″]に対して,次の2つが成り立つ。
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1・ た(")=g(″)+ん(″)とするとた(″)=θ(")+ん(″)
2.:(″)=g(″)×ん(″)とすると
'(″
)=θ(″)×λ(″)
証明 deg g(Z),deg∫(Z)≦Ⅳとする。
1.
ク。)=ΣQノ
づ=0
Ⅳ
ん0)=Σbづノ
づ=0 N
た0)=gO)+ん0)=ΣQ″
う=0
とおくと,cぅ=αづ+bこであるから,
ん。)=Σ9侮)ノ=Σぼけらのが
,=0          0=0
N       Ar
=Σψ侮)が十Σ9侮ン
`=O          j=0
=θ(")+ん(″)
を得る。
g。)=Σ%ノ
じ=0N
ん。)=Σbをノ       00
じ=0
2rf
ιO)=gO)ん0)=Σ銑″
づ=0
とおくと,
αづ=Σαたbづん
ん=0
(3.→
2.
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であるから,
わ=Σ9¢ン
を=0
2ハ″   づ
=ΣE(ΣEりしたわじ一a)タ
を=0  た=0
2♪√   j
=Σ(Σりしのワ餓―の)が
,=0  ん=0
N         N
=(Σ9幌ンリ×(Σ90)″つ
j=0            じ=0
=θ(")×ん(″)
を得る。
□
上記の命題を使って,次の定理を考える。
定理 3.2.2体κ ⊂Cとし,写像9:K→Cは中への同型とし,α∈C
はK上代数的とする。このとき,りの拡張となる中への同型
Φ:K(α)→C
が存在する。
証明 αのK上の最小多項式を∫(")∈KI"]とし,deg∫(π)=ηとする。
また,∫(")を∫(")=″つ+Cl"れ
~1+…・+Cn(Cl,…・,%∈κ)として,命
題3.2.1の対応により
∫(″)=″π+9(Cl)"π~1+・…+9(α)
とおく。
さらに,∫(χ)=0の解の1つをβ∈CとおくOこのとき,κ(α)の任意
の元z=αO+αlα+…・+α。_lαπ l(α
`∈
κ)に対して,Φ(Z)CCを
Φ(Z)=9(αo)+9(αl)β+…・+ψ(αれ_1)β
れ1
と定める。つまり,命題 3.2.1の記号を用いればη次未満のK係数多
項式P(χ)に対して,Φ(P(α))=p(β)である。
このとき,Φは,任意のた∈κ に対してΦ(た)=9(た)をみたす。あと
は中への同型であることを示せばよい。
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1.加法に関して,z,υ∈κ(α)を
z=αO+αl α +…・+απ_lαη
~1
υ=bO+blα+…・+bη lαη l(αを,bづ∈κ)
とすると,
Φ(Z十り)
=Φ((αo+bo)+(αl+bl)α+…・+(αっ_1+bπ l)απ
~1))
=9(αo+bo)+9(αl+bl)β+…・+9(α五_1+bれ_1)βれ~1
=9(αo)+9(αl)β+・…+9(απ_1)βれ
~1
+9(bo)+9(bl)β+…・+9(bη_1)βπ~1
=Φ(Z)十Φ(り)
となる。
2.乗法について考える。z,υ∈K(α)を
z=αO+αl α+・…+απ_lαη~1
υ=ろ。+blα+・…+bη_lαれ
二1(c,b`∈〃f)
として,ク(″),ん(χ)∈KIχ]を
g(")=αo+αlπ+…・+απ_1"π
~1
ん(")=bo+blχ…・+bη l"れ1(αを,bを∈K)
とおく。このとき,g(χ)。ん(")を∫(″)で割ったときの商と余りをそ
れぞれp(″)∈K[πl, r(χ)∈KI″](deg r(″)<η)とすると,
g(″)。ん(″)=∫(″)p(")+r(″)
と表すことができる。このとき
z・υ=g(α)ん(α)=∫(α)p(α)+r(α)=r(α)
第3章 分割のための必要条件
であり,上式の値をΦに代入すると,
Φ(Z・υ)=Φ(r(α))=′(β)
を得る。一方,命題3.21より
0(″)×ん(")=∫(")p(″)+′(″)
であるから,
Φ(Z)Φ(ω)=Φ(g(α))Φ(ん(α))=θ(β)×ん(β)=∫(β)p(β)+′(β)=′(β)
となり,Φ(z)Φい)=Φ(Zり)を得る。以上によりΦはりの拡張とな
る中への同型であることが分かった。
□
定理 3.2.3κ⊂Cを可算な体とし,9:K→Cを中への同型とする。ま
た,α∈Cはκ上超越的とする。このとき,りの拡張 Φ:κ(α)→Cが
存在する。
証明 Imp=κ′⊂Cとすると,容易に示せるようにκ′も体であり,
9:K→K′によりKとκ′は同型である。いま,″を不定元として,κ
上の有理式の体K("),K′上の有理式の体 Kノ(χ)を考える。命題3.2.1の
記号を用いてφ:K(″)→K′(″)を
κO∋器げω,gO∈K向,θO≠の
に対し
φ(器)=器
と定めればこれも同型写像となり,κ(″)とK′(″)も同型である。つまり,
κ(χ)等κ
′(")           (3.6)
である。いま,κが可算なのでκ′も可算であるから,系2.6.4より,K′
上超越的な元βcCが存在する。このとき,定理2.5.2より
K(α)堅κ(χ),K′(″)竪K′(β)     (3.7)
であるので,式(3.6), 式(3.7)の同型を与える同型写像を合成して
Φ:κ(α)与K(Z)らK′(")与K′(β)⊂C
を考えればK(α)からCへのりの拡張が得られる。         □
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3。3 タイリング可能であるための必要条件
この節では,定理1.2.4の条件1が成り立つならば条件2が成り立つこ
とを示す。つまりυ∈R+とし,正方形ス1)が長方形R(z)の相似形でタ
イリング可能であるという仮定のもと,鶴が代数的で,zとQ上共役な複
素数は全て実部が正であることを示す。
まずは,必要な事をおさえておく。第1章で定めたように,正方形R(1)
をR(1)=p,11×Ю,」とする。正方形R(1)が長方形Rc)の相似形島
でタイリング可能であるとして,以後この節全体を通じて,正方形 R(1)
をタイリングしている長方形を民=[α。,わ』×[Q,凋('=1,…。,2)とす
る。R(z)は島 と相似より,
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bづ ―αづ:銑―cづ=1:包またはz:1
であるから,非瑞 =鶴または:である。
定理 3.31l υ∈R+及び ,
(3.鋤
κ=Q(αl,…・,αυ bl,.…硫,cl,_.,Cり,αl,._αり)
とおく。このとき,κはQo)を含み,任意の中への同型9:Q(z)→C
に対して,りの拡張となる中への同型 Φ:K→Cが存在する。
証明 κ は体より加法・乗法で閉じている。つまり,αを,bt,c`,銑∈Kに
対してみ瑞∈κであり,a=券寺または昨章であるから,包⊆κであ
る。 これにより,
κ=Q(αl,…・,αれ,bl,...,われ'Cl,_,cπ,αl,._島)
=Q(鶴,αl,・…,αれ,ろ1,….,硫,Cl,….,%,αl,・…,磁)⊃Q(υ)
を得る。つまり,KはQ(υ)に有限個の実数を付加した体であるから,適
当な実数αl,_,αれを用いてK=Qし,αl,α2,α2・…,αm)と表すことがで
きる。このとき,任意の中への同型9:Qltt)→Cが,κ=Q(し,αl,.…,
αm)からの中への同型に拡張できることを示すために,次のこと,つまり
{88t■TlM嘗抒:ガど
)の~ρの→Cが存在する
L
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をたに関する数学的帰納法で示す。まず,
κた=Q(し,αl,α2,α2・…,αた)
とおく。
1.た=oのとき,ΦO=りとすれば良いので明らかに成 り立つ。また,
定理 2.6.2より,Q(z)は可算である。
2.0≦p<mとし,た=pのとき,正しいと仮定して,た=P+1の時
も成 り立つことを示す。帰納法の仮定より,りの拡張で中への同型
写像 Φp:κp→Cがある。また,
ら は可算          (3.10)
である。
(a)%+1がら 上代数的なとき,定理3.2.2よりりの拡張となる中
への同型写像Φp+1:ち(喝+1)→Cが存在する。また定理2.6.2
と(3.10)より,ζみ1=ζp(αp+1)も可算である。
(b)%+1がζp上超越的なとき,ζpは可算なので,定理3.2.3より,
Φpの拡張となる中への同型Φp+1:ζみ1→Cが得られる。ま
た,定理2.6.2よりζ叶1=ζp(α2+1)は可算である。
以上により,た=1,2,….,ηについてりの拡張Φたが存在する。特にた=m
のとき,りの拡張となる中への同型
Φれ:κm=K→C
が存在する。                          □
定理3.3.2正方形R(1)がR(υ)の相似形島 =レづ,L]×IQ,銑]でタイ
リング可能であり,中への同型Φ:κ=Q(αl,bl,Cl,αl,・…,αり,bれ,Q
,απ)→Cとする。このとき,
〓
?
?
?
????
?????
??
?
となる。
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証明 まず,
χ={αl,α2,・…,αれ,bl,.…,硫}
y={Cl,C2-・,ら,αl,・…,硫}
と定める。また,αl,.…,απ,bl,….,bれには同じ値が存在し得る。それは,
Cl,.…,Cり,αl;….,島も同様である。そこで,値が全て異なるように
X={πo,″1,・…,″ε}(0=″o<″1<…・<″s=1)
y={νo,νl,・…,第}(0=νo<νl<…・<νt=1)
と定める。このとき,0≦p<p+α≦S,0≦g<9+b≦ιを満たす整
数P,9,αbに対して ,
(Φ("P+α)一Φ(″p))×(Φ(ν9+b)×Φ(ν9))
α-l b-1 (3.11)
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=ΣΣ
"。
p+ん+1)~ΦOp+め)×け09+た+1)一Φω9+の)
ん=0ん=0
が成り立つ。実際,Φ(物+α)一Φ(χp)を考えると,
Φ(″p+α)一Φ("ρ)
=Φ(χρ+α)一Φ(πp+α_1)十Φ(χp+α_1)一Φ("p+α_2)+・…十Φ(χρ+1)一Φ(χp)
=ΣE"レp十ん+1~Φレp+→)
ん=0
であり,Φ(ν9+ん+1)一Φ(ν9+ん)も同様に考えると,
Φ(ν9+b)一Φ(ν9)
=Φ(ν9+b)一Φ(ν9+b_1)+Φ(ν9+b_1)一Φ(ν9+b-2)十・…+Φ(ν9+1)一Φ(ν9)
=ΣE"ω9+ん+1)~Φω9+a)
た=0
となるから,
(Φ(″p+α)一Φ(″2))×(Φ(ν9+b)×Φ(ν9))
=屯e%讐∋¨%翔×Cttm―疏》
=夕Ё,Ё(Φ(物+ん-1)一ΦOp十の)×(Φωc+ん+1)一Φ09+紛)
ん=0ん=0
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となり,式(3.11)が成 り立つ。そこで,式(3.11)を用いて ,
Σゆ0-ΦにD×い(万-3面)
0=1
を (Φ(χ,+1)TΦ(″づ))×(Φ(鋳+1)一Φ(鋳))の和に分解して考えると
Σ
"偽
)一ΦttD×鱈0万-3て万D
j=1
s-l ι-1
=ΣΣ崚。ん+1)ΦO→)×(Φ(νん+1)一Φ(νた))
ん=0た=0
S-1
=Σい0ん+1)~Φしの)×
ん=0
=(Φ(″s)一Φ(χo))×(Φ(νι)
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Σ ω゛ん+1)一Φωtll
た=0
-Φ(νo))
=1
=(Φ(1)一Φ(0))×(Φ(1)―Φ(0))
となる。よって,ΣヌΦ(bづ)一Φ(αを))×(Φ(α`)一Φ(Q))=1が成り立つ。□づ==1
定理 3.3.3鶴∈R十とする。このとき,任意の中への同型ψ:Q(%)→C
に対してRe(りo))0ゝが成り立つならば,鶴は代数的である。
証明 しが超越的であると仮定して矛盾を導く。″を不定元とすると,一π
は超越数なので,定理3.2.3の証明と同様にして
Q(Z)尋Q(χ)尋Q(-7)
の合成により,Qo)からQ(―π)への同型りで9(υ)=―πとなるものが
存在する。これは,Re(9(υ))>0に矛盾する。よってしは代数的である。
□
以上の準備のもとで定理 1.2.4の条件1が成り立つならば条件2が成り
立つことを示す。
定理3.3.4z∈R+に対して,正方形Цl)がR(Z)と相似な長方形でタ
イリング可能であるとする。このとき,鶴は代数的で,zとQ上共役な複
素数は全て実部が正である。
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証明 Q(υ)からCへの中への同型写像をりを任意にとる。
このとき,κ=Q(αl,bl,Cl:αl,.…,%,bれ,ら,島)⊃Q(Z)とおくと,定
理 3.3.1よリヮの拡張となる中への同型Φ:κ→ Cが存在する。また,
このとき,定理 3.3.2より,
Σ
"幌
)一ΦttD×ゆ0万 5雨)=1  0.1の
う=1
である。ここで,aの辺の比を詐岩=υぅとおくとαづ―Q=(bo一αじ)υづ
であるか ら,式(3.12)の(Φ(αづ)一Φ(Q))は,0
Φ(銑)一Φ(a)=Φ(αづ―Ct)=Φ((bj―αを)υ
`)
=Φ(bづ―αづ)×Φ(υづ)
=Φ(bj)一Φ(αづ)×Φ(ωじ)
となる。 これを式 (3.12)に代入すると,
Σ〔Φ侮)一Φ鮎)12×ΦO)=1   0・り
づ==1
となる。式 (3.13)の両辺の実部をとると,
Re(ΣEIΦC)一Φα)F×Φいう)=R《⇒=1j=1
つまり,
DE〔Φ侮)一Φし)r×Re"い射)=1   いう
`==1
となる。
次は,Re(Φぃづ))について考えていく。この節の最初に確認したとおり,
吻=非岩=しまたは:である。
1.υづ=zのときΦ(ωづ)=Φ級)=り0)より,
Re(Φ(υづ))=Re(9(し))          (3.15)
となる。
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2.鶴=石のとき,υ≠0よりりo)≠0であることに注意して
qO=q鶴力=ΦO‐=90‐=島
である。一方,
となる。
このとき,ct∈
Cづ=
とおくとαづ≠bづ
である。また,
Re(がぁ)=Re(炭我先万)=l談寄ギ
{[囲三:囲;×赫離:IZi動 はη
よりΦ(bづ)≠Φ(α`)でIΦ(bj)一
Φ(α`)12>0な
ので,cじ>0
IΦ(bづ)一Φ(αを)12×Re(Φ(υじ))=Ct×Re(9(鶴))
であるか ら式 (3.14)より
(Σa)×Reoc))=1
を=1
となる。よって,ΣQ>0よりReレlall>0を得る。
任意にとった中への同型9:Q(z)→Cに対して,Re(9(z))>0であつ
たから,定理3.3.3よりzは代数的である。一方,υを色の共役元とする
と,定理3.1.5よリヮ(z)=υとなる9:Qし)→Cが存在する。よって,
路 (υ)=Re(9(z))>0
を得る。                                □
第1章の1節でし=2+νつのとき,正方形がR(2+ャα)の相似形でタ
イリング可能であることを示した。しかし,一見すると類似した数であ
る1+vりについては,結果が逆になる。
第3章 分割のための必要条件
例 3.3.5正方形はR(1+να)の相似形でタイリング可能でない。
証明 まず,υ=1-vつとおくと,υはz=1+νつのQ上共役な数で
ある。実際,これはし,υがQ上の既約な方程式″2_2″-1=0の解で
あることから確かめられる。しかし,υ<0であるから,定理3.3.4より,
z=1+ャつのとき正方形をR(1+νり)の相似形でタイリング可能でない。
□
このように鶴=1+～のとυ=2+νつで結果が異なるのは,zの共役
元の実部 (それぞれ1-νり,2-νり)の符号によるものなのである。
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第4章 タイリング可能であるた
めの必要十分条件
第3章では,定理 1.2.4の条件 1から条件2の証明をした。第4章では,
IVallの定理を用いて定理 1.2.4の条件2が成 り立てつならば条件3が成 り
立つことの証明を考えていく。
4。l Wallの定理
定数係数線型常微分方程式においては,その特性方程式と呼ばれる代
数方程式が重要で,特に特性方程式の解zが全てRe(z)<0の範囲にあ
るとき,微分方程式の解は全て収東する。このように,与えられた代数
方程式∫(″)=0(∫(″)∈R回)に対して,その解の実部が全て負であるか
を判定することは微分方程式論等で重要となる。Wallの定理とはそのよ
うな判定のための定理である。
定理 4。1。1実数を係数とする多項式
P(″)=″り+αl″nl+α2″π2+….+απ
に対して,Pい)=0を満たす任意の元υ∈Cは,Reい)<0とする。こ
のとき,
1]::ド
2fI∫14fIルξ年._  件⇒
とおくと,
型 =cl"+
C2χ+~~~T「
・・・+一
Cπ″
となる実数Q>0(づ=1,…・,2)が存在する。
(4.2)
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定理4.1.1の証明は,かなり繁雑で長いものとなるので付録の中にまと
めた。ここでは,定理4.1.1の主張を認めて定理4.1.1でP(″)が条件をみ
たす有理数係数の多項式のときは,式(4.2)のcづを正の有理数としてと
ることができることを示したい。つまり,定理4.1.1を用いて次の定理を
示す。
定理 4。1。2有理数を係数にもつ多項式
P(χ)=″π+αl″π
~1+α
2χ
π~2+….+απ
について,P(υ)=0を満たす任意の元υ∈Cに対して,Reい)<0とす
る。このとき,
S(″)=″π+α2′2+α4″つ4+_.
ι(″)=αl"nl+α3″η3+αコタ 5+.…
とおくと,
S(″)       1
ι(χ)=Cl"+C2″+ 1
・ ・+嘉
となる正の有理数Q∈Q+(j=1,一.,η)が存在する。
証明 有理数は実数の部分集合だから,定理4.11より
禦 =cl″+ (4.→
ι(")  
シ・~ 1          1
C2"十一――
≡
「
・・・+一
Cπ″
となる実数ct>0(t=1,―.,η)が存在する。これらの cじが有理数である
ことを示せば良い。このとき,式(4.4)の右辺の連分数の一部
%″, %-1″+茅,ら~イ+ら_1″+島'
を取 り出して,これらを有理式として書くことを考える。つまり,実数
に3)
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係数多項式ん(")(j=1,….,η+1)を
九+1(χ)=1
Cη″ =7=デ
:【告
られ_1″_■乙:万=Cπ
~lCれ″2_+1 ==僻
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甲+Q_″+寸
=議
斜告霧=`型考常キ整 にっ
ん(″)
ん+1(″)
Q″+丁
ぜ≒≡
=Q″+器 =
A(″)
ん(・)
となるように定める。式(4.5)を見ればん(")には次の漸化式が成り立つ
ことが分かる。
{侶属竺 1lι鷹 犠
° 0〒L…μ ⇒  件の
である。このとき,式(4.6)より,九+1(χ)は0次式,九(z)は1次式,九_1
は2次式,九_2(″)は3次式,….である。つまり,ん(")は(η+1-づ)次式
となり,deg A(″)=η=deg P(")である。また,特に,式(4.4)とん(χ)
の定め方により,
器
=部     につ
である。次に,■(π)とん(″)を同時にわりきる実数係数の多項式は定数
に限ることを示す。
あるg(″)∈町″]がA(χ)とん(")を割り切ると仮定する。このとき,式
(4.6)より
ん(″)=A(″)一Clχん(″)       (4.8)
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より,g(″)はん(")を割り切る。また,
ル(″)=ん(χ)一C2″ん(χ)      (4.9)
より,g(″)はA(″)を割 り切る。これを続けていけば,
九+1(χ)=九_1(χ)一Cn lχ九(“)
より,g(χ)は九+1(Z)を割り切ることとなる。つまり,g(")は九+1(″)=1
を割り切るので,g(″)は定数である。以上より,
器
は既約な有理式である
ことが分かる。一方,3が可約であるとすると,式(4.7)の右辺 努8よ
りも次数の低い既約な有理式の表示が存在するので,有理式の既約表示
の一意性に矛盾する。以上より,
益雰も既約な有理式である
ことが分かる。つまり,有理式の既約表示の一意性により,
{:lil:]:サllil                      (410)
となるた∈Rがある。式(4.8)をた倍して,式(4.10)を代入すると,
たん(″)=たん(″)一Cl χ(たん("))=S(π)一Cl"ι(Z)
であり,deg(たん(″))<deg(ι(″))である。つまり,cl"はs(″)をι(″)で
割った商で,余りがたん(")である。また,(4.9)をた倍して,式(4.10)を
代入すると,
たん(″)=ι(″)一C2"(たん(χ))
であり,deg(たん(″))<deg(たん("))である。つまり,c2(″)はι(")をたん(")
でわった商で,余りがたん(″)である。以下式(4.6)の下 式を次々と用い
れば,
たん(″)=たん(")一C3″(たん(″))
ん=た九+1(Z)=た九 1(″)一Cn l″(たん(″))
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であり,deg(たん+1("))<deg(たん 1(″))である。つまり,づ=1,….,η-1
についてcβはたん(")をたん+1(・)で割った商で,そのときの余りがたん+2c)
である。特にたん+1(χ)=たであることに注意する。
これらは,全て多項式の割り算を示していて,始めの s(″),ι(″)が有
理数係数であるから,商と余りにあたるものは,有理数を係数にもつ。以
上より,cl,.1.,ら1∈Q+,た∈Qである。また,た九(")=たCπ″も有理
数係数よりcれ∈Q十である。尚,
た九+1(″)=た
たん(")=たら″
であったからた九(″)をた九+1(″)で割った商はcπ″で,余りは0となる。
□
上記の証明は,Qが有理数であることを示しただけでなく,Qの求め方
をも示している。実際,上記の証明から
s(χ)をι(")でわつた商がcl″で,そのときの余 りをι3(″)とおく。
ι(")をι3(χ)でわつた商が c2″で,そのときの余 りをι4(″)とおく。
ι3(")をι4(")でわつた商が c3″で,そのときの余 りをι5(″)とおく。
ιれ(″)をιπ+1(χ)でわつた商が cれ"で,余りが0となる。
となっていることがわかる。
4。2 タイリング可能であるための必要十分条件
定理 4.1.2を用いて,定理 1.2.4の条件 2が成 り立つならば条件 3が成
り立つことの証明をしていく。定理 1.2.3より,条件3が成 り立つならば
条件 1が成 り立ち,定理 3.3.4より,条件 1が成 り立つならば条件2が成
り立つことは示した。つまり,定理 1.2.4の条件2が成 り立つならば条件
3が成 り立つことが示されれば,定理 1.2.4の3つの条件は必要十分条件
であることが分かる。
定理 4。2.1%∈R十とする。しが代数的で,色とQ上共役な複素数の実部
は全て正であるとする。
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このとき,
1
Cl鶴+ ●・11)
l
C2Z十
一
一 一 ― 一 一
1・・・+一
CりZ
となる正の有理数cl,.…,Cπ∈Q十が存在する。
証明 しのQ上の最小多項式を∫(■)とし,deg∫(″)=2とする。また,
P(″)=(-1)れ∫(―″)とおく。このとき,Wallの定理を適用するために,
P(z)=0をみたすz∈CはRe(z)<0をとなることを示す。実際,P(z)=
0と す る と ,∫ (―Z)=0だ か ら ,一 zは 包 の 共 役 元 で ,Re(一 z)>0,つ ま
り,Re(z)<0である。
いま,∫(π)の係数を,
∫(")=χπ+αl″れ1+α2αれ2+….+απ (αを∈Q)
とおく。このとき,
P(″)=(-1)π∫(―χ)
=(-1)π{(―″)π+αl(―″)π~1+α2(~Z)η
~2+.…+αη_1(一")+αn}
=″π―αlχれ~1+α2Zれ~2_α3″れ
~3+.…
となるが,この P(")に対 して ,
S(χ)=″れ+α2″π
~2+α
4π
π 4+.…
ι(Z)=―αl"れ
~1-α
3Zれ
~3_α
5"れ
~5_.…
とおくと,
P(χ)=S(χ)+ι(″)=√(″)+2t(″)    (4.12)
である。ここで,(―鶴)は実部が負より,P(a)=(-1)れノ(―し)≠0であり,
式(4.12)からP(し)=2ι(%)なので,ι(z)≠0である。これにより,
器=二%β=男辞=1  いの
を得る。また,P(")にWallの定理 (定理 4.1.2)を用いると,
49
=1
器=Q"+・・・十七≒
●・10
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となるQ∈Q+が存在する。式(4.14)にχ=υを代入すると,
50
器=Qυ+7募L・=i・・・+七≒
解・10
□を得る。
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4。3 タイリングの計算例
本論文の目的である定理 1.2.4の証明は前節までで示したが,定理 1.2.4
は長方形R(し)の相似形によって正方形がタイリングできるかの判定法を
あたえるだけではなく,タイリングが可能なときは,そのタイリングの
形を求めるアルゴリズムも与えている。本節では,鶴=2+ψ気を例にし
てそのタイリングを求めるアルゴリズムを説明する。
まずは,z=2+ψてのとき,正方形がR(υ)の相似形でタイリング可
能なのかどうかを定理1.2.4により確かめよう。そのためにしの最小多項
式を求める。
し=2+ψπ
鶴-2=ψπ
(υ-2)3=4
z3_6z2+12包- =0
となるから,色は,
∫(″)=χ3_6π2+12"-12
の解である。また,ノ(″)=0は(″-2)3=4と同値である。よって,
ノ(″)=0の全ての解を求めると,
である。3次式∫(″)の根はどれも有理数でないので∫(″)が1次式と2次
式に因数分解されることはなく,∫(″)は既約である。よって,∫(″)が%の
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る。 この とき, 鶴=2+ψπの夕ξイ受元 2+ψπ×(一;土考
Et)
単(極×f)√)=Re(2等)=■"い>0
-(極×イ )√)=路(2-等)=■"い
>0
り,鶴は代数的で,zの共役元の実部は正であるから,R(υ)
形がタイリング可能であることがわかる。
R(包)による正方形のタイリングを求めることを考える。
Q鶴+  =1  件Ю
・・+義
となるcl,.…,Cれ∈Q+を求める。そのような cこの存在は,定理4.2.1に
より保障されているが,実際,定理4.2.1の証明によれば
P(")=(-1)°∫(―χ =″3+6″2+12π+12 (4.1つ
とおくとき,定理 4.1.2をP(χ)に適用した時の式 (4.3)に表れる cをが式
(4.16)の正の有理数Qに一致する。そして,4.1節の最後に述べたように
定理 4.1.2は,Qの存在の保証だけでなく,Qを求めるアルゴリズムも与
えている。つまり,式(4.17)のP(″)にたいして ,
s(π)="3+12"
ι(″)=6z2+12
とおいて,s(″)とt(″)にユークリッドの互除法を適用 したときの商が ctχ
となる。具体的には,
S(Z)=
t(χ)=
10%=
:"・
t(″)―卜10"
:″
・10″―卜12
:χ
・12
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りcl=:, C2=:, C3=:である。これは,
_:″・ι(")+10"
ι(χ)
1   10″=6″+夏万
1       1=τ"+tlal
10″
1         1
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?
?
“
・10
に・1の
=5″+:"+手
争
=τ″~卜
:″十争
のように確かめることもできる。このとき,定理 4.2.1の証明により,
:鶴
+尭 =1
である。
法]1情]』iヅ£[IIIЪi£「i番鷺ff』子1:,1:II][
Цl)をR(υ)の相似形でタイリングする方法を次のように順に求めていく。
1.まずは,R(:Z)について考える。R(:υ)は,
綸は横=1:等≡6:5zの長方形
であるから,図4.1めようにRc)を横に5つ縦に6つ格子状に並
べ,これを適当に縮小すればR(平)のス0の相似形によるタイリ
ングが得 られる。
2.R(:鶴十乱)をタイリングすることを考える。
これは,R(:鶴)のタ
イリングとR(争)のタイリングを横に並べてつなげることで得ら
れる。まず,R(妻)は,
?
??
る″+:ω・10″+12
縦 :横= :1=5z:6の長方形
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図 4.2:
???????
?
?
?
?
???? のタイリング
R(:色+3+夢
)を
タイリングすることを考える。これは,R(:υ)
のタイリングとR(3汁
夢)の
タイリングを横に並べてつなげるこ
とで得られれ ま現 R(義)に
縦:横=:鶴+ま戸1の長方形
Fa「鬱t171iム亀鍵夕発ズξ90°回転して適当に縮/」ヽすれば
縦 :横=1::υ=6:%の長方形
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だから,R(υ)を横に1つ,縦に6つ格子状に並べて適当に縮小すれ
タイリングが得られる。
図 4.3:R(z)による正方形のタイリング
このようにして,正の実数包が定理 1.2.4の条件 2を満たすとき,鶴の
最小多項式が分かればRし)の相似形による正方形のタイリングの具体的
な表示を求めることができるのである。
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付 録A Wallの定理
付録では,第4章で証明せずに残されたIVallの定理,つまり定理4.1.1
の証明を述べる。Wallの定理は,H.S.Wdlによって1945年に示された
い]。 Wallの定理は,実数係数多項式の解の実部が全て負となるための必
要十分条件を示す定理である。定理4.1.1は必要条件の形に書かれている
が,実はその逆も成り立ち,もともとは必要十分条件を与えるものであっ
た。ただし,その証明には,複素関数の積分等も用いられており,初等的
なものとはいえない。その1年後の1946年には,E.FrankがWallの定理
を複素数係数の多項式に拡張しているい]。 (これは,以下に示す定理A.1.1
と同等な定理である。)E.Fl・ankの証明もやはり初等的とは言えない。
E.Frankの発表から43年後の1989年にHoustadは,複素数を係数に
もつ多項式に関するWallの定理の初等的な証明を発表した降]。 HOustad
の証明は,非常に繁雑ではあるものの,基本的には単純な計算と数学的
帰納法により複素数係数の多項式に関するヽヽrallの定理を示すもので,そ
こから実数係数の多項式に関するWdlの定理を導くことができる。この
付録では,Houstadの初等的な証明方法に沿ってWallの定理の証明を解
説する。
A。1 複素数係数多項式に関するWallの定理
複素数を係数にもつ多項式に関するWallの定理は次の通りである。
定理 A.1。1複素数を係数に持つ多項式
P(″)=χπ+αl"ηl+α2χπ
~2+….+απ
に対して,P(ω)=0を満たす任意の元υcCは全てReい)<0とする。
付 録A pvallの定理
このとき,
S(π)=″れ+νη m(αl)"ηl+Re(α2)″π
~2+ν
=llm(α3)″
れ3+Re(α
4)″
η~4+.…
ι(χ)=Re(αl)χη l+ャ/-llm(α2)χπ
~2+Re(α
3)″
π3+ν仁可Im(α4》′~4+.…
(A.1)
とおくと,
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(A.2)
(V町t2+α2″)+
・・十
ν笥 ιっ+αれ″
となる実数ιを∈R,αバ R十 (を=1'…・,η)が存在する。
式(A.1)は一見すると複雑な式に見えるが,s(π)はP(″)のη次,η-2
次,η-4次,_.の項についてその係数から実部のみ取 り出し,η-1
次,η-3次,2-5次,….の項についてその係数から虚部のみをとり
出した式となっている。逆にt(″)は,η-1次,η-3次,η-5次,….
の項についてその係数から実部のみを取り出し,η-2次,η-4次,_
の項についてその係数から虚部のみを取 り出した式となっている。故に
P(")=S(″)+ι(″)が成り立っている。仮にP(χ)が実数係数の場合を考え
ると,係数に虚部がないので,式(A.1)は,定理4.1.1の式 (4.1)のs(″),
ι(χ)に一致する。
まず,次の定義をしておく。
定義 A.1。2複素数を係数に持つ多項式
P(″)=″η+αl″つ
~1+α
2"π
~2+….+αれ
に対 して,式(A.1)と同様に s(χ),t(″)を定め ,
器=(√ち+ぬ→+
TO=器
とおく。このとき;T(″)をP(z)の判定有理式という。
(A.3)
定理A.1.1をP(″)の次数ηに関する数学的帰納法で証明していきたい。
そのために次のことを考える。
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複素数を係数にもつ多項式P(″)の1つの解を一c―/1砲(c>0,α∈R)
とすると,
P(")=(″十C+αν=1)ηl(″)
と表せる。このとき,P(″)の判定有理式T(″)と島(π)の判定有理式■(″)
の関係を知 りたい。
定理 A.1.3複素数を係数にもつ多項式P("),Pl(″)に関して ,
P(")=(″+9+αν/⊆1)Pl(″)(C>0,α∈R)
とする。このとき,P(″)の判定有理式 T(″),Pl(Z)の判定有理式 Tl(")
に対して,
知 =   国
が成り立つ。
証明 複素数を係数にもつ多項式Pl(z)を
Pl(χ)="π+απ l"πl+αη 2″η2+….+α0
とおくと,
P(″)
=(″+C tt αν町 )(″
π+απ_1″れ1+α22″π2+….+αO)
=″π+1+(απ_1+C+αν町 )Zれ+{(C+α～/町)απ_1+αれ2}″
ηl+・…
(A.5)
となる。次に,P(″),Pl(")の判定有理式T(χ),Tl(″)をそれぞれ
a→=器,・0=器
とおく。s(″)とt(″)は,
S(″)="π+1+ν⊆llm(απ l+C+αν⊆1)"η+Re{(c+αV仁1)αη l+απ 2}″れ1+・…
ι(″)=Re(αη l+C十ごV⊆1)″π+ν⊆llm{(C+α～/⊆1)απ_1+αη_2}π
η l+・…
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である。s(″)とt(″)を係数にc,αが含まれる部分とそうでない部分にわ
けて整理すると,
S(″)=χつ+1+ν町 Im(αη l)″π+Re(αれ2)Zれ1+・…
+Re(cαれ_1)χつ
~1+Vηm(cαπ_2)χれ~2+.…
+ν⊆llm(αν⊆1)″η+Re(αν⊆lαり1)″れ1+・…
="{″れ+V町Im(απ_1)″つ1+Re(απ 2)″η2+.…}
+c{Re(αれ_1)"n_1+ν⊆llm(αれ2)″れ~2+.…}
+v仁可α{″π+v¬m(αれ1)Zn l+Re(απ_2)″π~2+・…}
=(χ+VTIα)(″η+～/笥Im(απ l)χれ1+Re(απ_2)″π2+ν町 Im(αれ_3)"れ
~3+.…
)
+c(Re(απ_1)″ηl+V仁llm(απ 2)″η~2+.…)
=(″+ν仁lα)Sl(″)+αl(″)
ι(π)=Rc(αη l)″れ+ャ衝 Im(αη 2)″
れ1+Re(απ 3)"°2+.…
+Re(c)"れ+～/町Im(cαπ l)χり1+・…
+ν⊆llm(αν仁lαn l)χπ~1+Re(αv仁lαπ_2)が2+.…
="{Re(απ l)"η+V¬m(απ 2)"πl+Re(απ 3)″η2+ν町Im(αれ4)″η~3+….}
+C{″π+ν⊆llm(αれ1)″πl+・…}
+ν仁互α(Re(απ l)″ηl+ν⊆TIm(αれ2)″η2+.…)
=(″+ν⊆互α)(Re(απ_1)"れ十ャ/町Im(%2)″πl+Re(απ_3)″
η2+.…
)
+C(″η+V仁互Im(απ_1)″れ1+・…)
=(″十ν年lα)ιl(Z)+CSl(″)
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となる。よって,P(″)の判定有理式T(")は,
70=器
("+ν⊆Tα)Sl(")+αl(″)
(″十V仁可α)ιl(″)+CSl(″)
(″+αν⊆T)Tl(χ)+C
π+αν⊆1+C■(χ)
1+(モ+:√
):・(")~ 
晉+:ν⊆1+■(″)
となる。
P(″)=(χ+C+αy=1)Pl(")のとき
1+(モ+:ν⊆=)・。)
晉+:V⊆1+Tl(″)
となることが分かつたので,帰納法で定理 A.1.1を示すことを考えるに
は,■(″)の″に関する連分数表示からT(″),つまり,式(A.6)の右辺の
式の連分数表示を求めたい。そのための補題が補題 ス.1.4である。
補題 A.1.4
>0
て,"と∫の恒等式
(A.7)
を満たす実数α,β,
βγ+ν町 υ+論
γ+け+ν電0×論
と
√■+Dβ+電鰤メ+√ω∫
L″十V⊆lυl+∫
(A.8)
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□
T(χ)= (A.6)
(A.9)
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{祇算ぢブ1ll'ユ>0
を満たすような実数αl,βl,γl,し1,υl,■,'1が存在する。
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証明 まずは,αl,βl,γl,υl,υl,Tl,Dlを
βl=ご1+望
αlβl
γl=:一
;ι
l+ri(ιl
岩+片=告+
と定める。
実際,式(A.10)からβl,式(A.11)からαl,式(A.12)からDl,式(A.14)
からし1,式(A.16)からし1,式(A.13)から■,式(A.15)からγlというよ
うに式(A.10)から式(A.16)をみたすαl,βl,υl,γl,Tl,Dlはただ1
つに定まる。
次にこのように,αl,βl,γl,鶴1,υl,T」,Dlを定めたとき,(A.8)が恒等
式となることを示す。
まず,式(A.8)の右辺を整理すると,
(右辺)
ν町 {(βlTl+Dlυl)"+(■+%1)∫}+Dlβχ2+(αl+Dl)イ+γl―Tlυl
βlχ+～/=lυl+∫
(A.17)
となる。式(A.17)の分子を″と∫に関する多項式とみて,分母,分子の
N/1″,y=り,π2,π∫の係数と定数に分けて考えていく。
1.式(A.17)の分母について考えていく。式 (A.10),(A.14)によりυl
とβlを消去すると,
(式(A.17)の分母)
となる。
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(A.10)
(A.11)
(A.12)
(A.13)
(A,14)
(A.15)
(A.16)
=け1+ぬ″り +:け+0体J
?
―
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2.式(A.17)の分子 y=Lの係数(βl■+Dlυl)について考えていく。
βl■+Dlυl=βl(考T%1)十:券υl
F午 一
千
仰 +α→ +咄 +給 匂
=年一幸“
υ+α→+υl(αl+:告)
=      +υ l(拙 )
=写 +・(鵬 )
(A.19)
となる。
3.式(A.17)の分子の/=りの係数 (■+鶴1)について考えていく。
・ +Ъ=鮮-0+け考  側
となる。
4.式(A.17)の分子の″2の係数(Dlβl)について考えていく。
Dlβl=維βl=午   件冽
となる。
5.式(A.17)の分子 (αl+Dl)の"∫ 係数について考えていく。
鈍+ユ=ぷЪ+胤
αβ tt βαlγ
}|111」
「:|              (A.22)
γ(αlγ+α)
β
γ
となる。
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6.式(A.17)の分子 (γl―■υl)の定数について考えていく。
範―■匂=:一キけ■η―・匂
l    υ
=―― ―ιl
γ  γ
式(A.17)に,式(A.18)から式(A.23)を代入すると,
(式(A.17)の右辺)
(A.23)
y=I{(βl■+Dlυl)″+(■+Zl)∫}+Dlβ"2+(αl+Dl)χ∫+γl―■υl
βl"+ν⊆lυl+∫
づ
(:。lβ+α10″+号ノ)+等″2+7+:(1-υtl)
"町
tl+αlχ+D+:け+鶴ν町 )
V⊆1((ιlβ+αlυ)"+υ∫)+βαl″2+βχ∫+(1-υιl)
γ(V質ιl+αlZ+∫)+(αχ+鶴V町)
β″(V仁lιl+αlπ+∫)+νttlυ(v⊆lιl+αl″+∫)+1
γ(ν/■lιl+αl″+∫)+(αZ+υν⊆1)
β"+V⊆Tυ+νcttιl+dl″+∫
αl>0,βl
し1∈R,υl
為|(:岩―
γ>0より,
βl=αl+・>0
γ
???
?
???
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??．
(A.24)
γ+(απ+ZV⊂1)×論
=(式(A.8)
以上より,
次は,
を満たすこ
1.βl>
αl>
恒等式となっていることが分かる。
を得る。
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2.αl>0を示す。
αlβl=ザとα>0,β>0,βl>0より,
αl=瓦7>0
を得る。
3.Dl>0を示す。
β>0,αl>0,βl>0,γ>0より,
Dl=争[>0
を得る。
4.υl,鶴1,■がRの元であることを示す。まず,ιl,し,γがRの元
であるから,
を得る。それにより,
Tl=2_鶴1∈R
γ
を得る。
5.乳ル(岩―肯)i<策を示す。 まず, 左)2の式変ナ形をイ予うと,
半  (岩
_片
)2
=竺■
(聖
生+憤:)2_乳み
×4×
昔肯
=幸×tr(:静+昔)2_鶴lυl
=幸×
イ (:I―性)+幸
×
Υ
×4沸―υlυl
=幸×
等
l(岩―
性)2+#_鶴lγl
<幸×γ+予 ―鶴lυl
?????????
??
?，??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
〓
?
?
?
?
?
??????
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となる。まとめると,
.」L喘_卸2<幸×γ+十一ηη 体2り
である。一方 ,
rl=:一考ιl+`島篭=;―キι14(子―し1)(ιl l―考)
=:一キιl+キιl+サーυlυl
=:一 鶴lυl
となる。まとめると,
rl=1_υlυl       (A.26)
γ
となる。式 (A.25)と式 (A.26)より,
型喘_卸
2<η
を得る。
よって,"と∫の恒等式
北写摂彙轟=出+ユ針f懺留7
64
?
?
?。?
?
?
????????
﹈???
?
，
―
、
?????????
?
?
?
?
?
?
?
，
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
，
?
?
?
?
?
?
?
??
?
〓
???
?
?
??
，
??
?
?
?
?
?
??
，
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?，
?
?
、?
?
?
?
?
?
?
，
?
?
?
?
?
?
?????
?
?
?
?
?
?
?
????
付 録A W甜の定理
を満たす実数とする。このとき,″についての恒等式
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1+0%+√0(日1+銑″+耳葬 )γい1+銑″+耳韓)・∝+汽)
=ν仁1■+Dl″+
・.+
(A.29)
νη 耽+1+Dη+1″
が成り立つような実数■ ∈R,D`>0(づ=1,…・,2+1)が存在する。
証明 定理の主張をηに関する数学的帰納法で示していく。
1.η=1のとき,
=ν町■tユ舛
となる■,Dl,T2,D2が存在する事を示す。
に対して,補題4■.4により,式(A.8),(A.9)をみたすαl,βl,γl,υl
,■,Dlが存在する。式(A.8)がπと∫について恒等式だから,∫=0
を代入すると,
β"十V⊆可υ+7轟扇
γ+(αχ+ν⊆1色)×7瓦≒扇
となる。ここで ,
Ъ=竺,D2=生
ηt      γl
とおくと,補題 ス.1.4より,■∈R,Dl>0,Ъ∈R,D2>0と
=√■+Dβ+房武可
=～/町■+Dl"+岩ν「耳+争″
付 録A Wallの定理
なる。以上より,
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1+(βπ+V⊆lυ)(ャ/⊂可ち十αl″)
γ(ャ/町ιl+αl″)+(αχ+ν/⊆Iυ)
√T■+ュ″+岩√.+争″
=ν仁耳■+Dl″+ν町 ら十D2″
をみたす■,Dl,T2,D2が存在する
2.η=pのとき正しいと仮定して,η=p+1のとき正しいことを示す。
つまり,η=P+1のとき,α>0,β>0,γ>0,αを>0,ιを∈R(j=1
,_.,p+1)とプ(普―芳)2<γとなる実数α,β,γ,し,υ,ιを,
銑(づ=1,一・,p+1)に対して
)
'+可
=裏
延三:真::I)+け
十ν⊆可→体鋤
=ν/毎■+Dl″+
・ ・十
を満たす■∈R,2>0(j=1,….,p+2)が存在することを示す。
α,β,γ,υ,υ,ιl,αlは,補題ス.1.4の仮定をみたすので,式(A.8)
と(A.9)をみたすαl,βl,γl,υl,υl,■,Dl,が存在する。次に,式(A.8)
が″と∫についての恒等式なので∫を
ν仁lι2+α2″+    1 (A.32)
● +…
∫=
付 録A Wallの定理
とおき,式(A.32)を式 (A.8)に代入すると,式(A.8)の左辺は,
β"十ν
仁互υ+論
γ+いχ+V⊂=0×7面萌十万石〒
(β″+ν管lυ)(V[耳ιl+αlχ+∫)+1~γ
(V町tl+αl%+∫)+(αχ+ν圧lυ)
1+(βχ+ν⊆lυ) ν町 ιl+αl″+V電lι2+d'2+
νπ t2+めω+ +(απ+ν⊆lυ)+…
?
、
‐
‐
‐
?
?
?????
?
?
‐
‐
―
?
?
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でこれは式 (A.31)の左辺に等しい。一方,式(A.8)の右辺は,
出 +ユ″十嚇=7
γl+(αlχ+～
=～/町
・
+ユπ+―
III匹:11,彗二 ニ ニ
三:::::〕
ム
βl"+ν質
ν電lt3+d3″+ +(αl″+V仁1包1)
=ν⊆可■+Dl″十
=ν⊆lTl+Dlχ+
1
ν[lt3+α3″十
?
―
‐
‐
?
?・+…
…昴→レ+)
(A.33)
ここで,式(A.33)の右辺の第2項の分母に数学的帰納法を用いる。
実際,αl,βl,γl,Zl,υlが式(A.9)をみたし,ι,∈R,ιづ∈R+(づ=1
,….,2)となることから,
式(A.33)の右辺
=ν/町■+Dl″+
ν/η島+D2″+
・ ・+…
となる実数■,….,Ъ+2∈RとDl,….,pp+2CR+が存在する事と
なり,η=p+1のときも正しい。
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□
以上の内容を踏まえて,定理 A.1.1を示す。次の定理 ■.1.6は定理 ■1.1
を改めて書き直したものである。
定理 A。1.6複素数を係数とする多項式
P(″)=%れ+αれ_1■ηl+αれ-2Zれ2+_.+α0
に対して,Pい)=0を満たす任意の元υ∈Cは,Reい)<0とする。こ
のとき,P(")の判定有理式をT(″)とすると
T(")=ャ/町ιl+αl″+   1
_              ・・・+7瓦L扇
をみたすιづ∈R,α>0(づ=1,…・,η)が存在する。
証明
T(″)=ν=lιl+αlχ十・・十▼T請舞瓦再
をみたす実数t,cR,銑>0(づ=1,―・,2)が存在することをP(″)の次数
ηに関する帰納法で示す。
1.η=1のとき,P(″)は,
P(%)=″+αo
となる。P(―αo)=0より,L(―αo)<0であるからRЮ(αO)>0と
なる。このとき,P(χ)の判定有理式T(")は,
知=写器望=酬√+品"
となる。ここで,器 =ιl,論=αlとおくと,
にR萌=品>0
となる。よって,η=1のとき,
TO=暑器
==ち
√+れ
となる実数ιl∈R,αl>0が存在する。
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2.η=9のとき,正しいと仮定して,η=9+1のとき正しいことを示す。
そこで,次数α+1の複素係数多項式P(π)に対して,P(υ)=0となる
り∈Cは全てReい)<0とし,P(″)の解の1つを一c一ごν質 (C>0
,α∈R)とする。このとき,
P(″)=(″+C+αν町 )Pl(χ)
と表せる。w∈Cについて鳥い)=0とすると,
P(υ)=(0+C+αV町)Pl(υ)=0
より,Reい)<0である。P(″),P」(χ)の判定有理式をそれぞれ
T("),Tl(″)とおくと,定理A.1.3により,
知 =   岬 →
であり,また,帰納法の仮定より,
■(")=ν⊆lιl+αl″+
と表せる。(ι
`∈
R,銑>0)こで,
・ ・+流
?
?
?
?
?
??
?
?
?
〓
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
とおく。このとき,
⊆1(;一方)2=z♭(多-1:)2=0
1=γ
より,
??
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
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が成り立つ。つまり,α>0,β>0,γ>0,αl>0,z∈R,υ∈R,
デ (告
_号)2<Tは定理■.1.5の仮定を満たす。よって,定理ス.1.5
により,
T(Z)
1+(レ+:ν電可)・。)
1+皓″+:√)(√九+銑″+i蔦革車)
》+多√+(日1+佐″+瓦車幕)
=ャ/町■+Dlχ+
1・・+7可T9+1+D,+1"
をみたす実数ιぅcR,Dj∈R+(j=1,…・,9+1)が存在する。以上
より,任意のη∈Nについて主張は正 しい。
以上の内容を踏まえて,定理4.1.1を示していく。
□
A.2 Wallの定理
定理 A。2.1実数を係数とする多項式
P(″)=″れ+αl″21+α2″π2+….+αれ
に対して,Pい)=0を満たす任意の元υ∈Cは,Reい)<0とする。こ
のとき,P(″)の判定有理式をT(″)とすると,
a→=む+    側
≒+嘉
となるα,>0が存在する。
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証明 実数は複素数の部分集合であるから,定理 /1.1.1より,
1]:Iド
2fI」
三年.…   は3o
とおくと,
器=a→=(日1+銑→+
(ν
/宝lι2+α2″)+
1
・・+ν/町tπ+αη″
(A.37)
をみたす実数ιづ∈R,αづ>0が存在する。式(A.37)の右辺 連分数の一部
ν⊆Tιπ+硯ぁ ν⊆Tι叶1+硫_"+ν⊆Itれ+硫χ' ~
を取り出して,これらを有理式として書くことを考える。つまり,複素
数係数多項式ん(z)(j=1,….,η+1)を
九+1(")=1
ν/C=lιれ―+αれ"==
九(")
九+1(″)
(ν
⊆lιη l+亀1)+7     (～圧lιη l+απ_1)九(χ)+九+1(")
-lιπ+硫″        九(π)
九 1(″)
九(″)
(√け銑→+ 1 =(√ち+ぬ→+器・・・■   1V■lιπttd2π
(ντltl+αlZ)ん(″)+ん(″)
ん(")
A(″)
ル(")
(A.38)
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となるように定める。式 (A.38)を見ればん(χ)には次の漸化式が成 り立
つことが分かる。
{鶏勇資 lι1171″》
<→0=L…初  体3の
である。このとき,式(A.38)より,九+1(″)は0次式,九(")は1次式,
九_1は2次式,九_2(Z)は3次式,…。である。つまり,ん(″)は(2+1-を)
次式となり,deg A(")=η=deg P(″)である。また,特に,
器
=器     体4の
である。次にA(χ)とん(″)を同時にわりきる複素係数の多項式は定数に
限ることを示す。
あるg(″)∈C[″]がA(・)とん(″)を割り切ると仮定する。このとき,式
(4.6)より
ん(χ)=A(χ)―(ν⊆lιl+αl″)ん(χ)    (A.41)
より,θ(″)はん(″)を割り切る。
九(″)=ん(″)―( 圧ヽ 1ち+α2″)ん(π)    (A.42)
より,ク(″)はル(″)を割り切る。これを続けていけば,
九十1(π)=九_1(″)―(ャ圧 lιπ-1+αη l″)九(χ)
より,g(")は九+1(″)を割り切こととなる。つまり,g(")は九+1(")=1
を割り切るので,g(χ)は定数である。以上より,
器
は既約な有理式である
iだ懲λ磁講婁峯翼幌魂魔A晶鰍乱経
示の一意性に矛盾する。以上より,
謙3も既約な有理式である
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ことが分かる。つまり,有理式の既約表示の一意性により,
{;lll:][力lil
(A.43)
となるた∈Cがある。式(A.41)をた倍して,式(A.43)を代入すると,
たん(″)=たん(χ)一(ν/町ιl+αl″)(たん(χ))=S(")―(ν笥 ιl+αlπ)t(")
であり,deg(たん(″))<deg(ι(″))である。つまり,各/仁lιl+αl")はs(″)
をt(")で割った商で,余りがたん(″)である。また,(A.42)をた倍して,
式(A.43)を代入すると,
た■(・)=t(″)一(V町ι2+α2″)たん("))
であり,deg(たん(″))<deg(たん("))である。つまり,6√可ι2+α2")は
ι(")をたん(″)でわつた商で,余りがた九(")である。以下式(A.42)の下の
式を次々と用いれば,
たん(″)=たん(χ)―(～/⊆lι3+α3χ)(たん(″))
た=たん汁1(″)=た九_1(″)一(ャ何 ιれ1+απ l″)(た九(″))
であり,deg(たん+1(″))<deg(たん 1(″))である。つまり,各/⊆lιづ+αj")は
たん(π)をたん+1(″)で割った商で,余りがたん+2(Z)である。特にたん+1(″)=
たであることに注意する。
これらは,全て多項式の割り算を示していて,始めのs(″),ι(″)が実数
係数であるから,商と余りにあたるものは,実数を係数にもつ。以上より,
ち=0(j=1,…・,η-1),た∈Rである。また,たん(″)=た(ν=lιπ十九″)
も実数係数よりιη=0である。これを式(A.37)に代入して,
器=れ+扇圭=・・・+=暑
を満たす実数αづ>0(づ=1,…。,η)を得る。
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に,根気よく指導していただいたこと,そして研究以外の面でも,教員
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